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obiettivi

Limite finito al finito

Lesson objectives Teachers' notes

 Lesson objectives
 
• acquisire il concetto di limite di una funzione
• saper verificare limiti
• saper calcolare limiti
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note per la lezione

Teachers' notesLesson objectives

Subject:

Topic:

Grade(s):

Prior knowledge:

Cross­curricular link(s):

 limiti delle funzioni

limite finito al finito: definizione
• limite desto e sinistro
• limite per eccesso e per difetto

4^ classe secondaria di secondo grado
• definizione di intervallo
• topologia della retta: intorni e punti (isolati e d'accumulazione)
• significato degli operatori logici V e ^ 
• funzioni reali ( definizione)
• disequazioni in valore assoluto
• significato dei quantificatori     ed

Type text here

Lesson notes:

Indagando nell'infinintamente grande e nell'infinitamente piccolo

L’idea di limite si può far risalire al metodo di esaustione di Eudosso (IV secolo a.C.) e dei geometri greci che lo hanno 
seguito. Tale metodo fu poi potenziato da Archimede (II secolo a.C.).
La nozione di limite nasceva però solo in una forma geometrica intuitiva. Così, ad esempio, una piramide appariva come il 
limite della somma di tanti prismi in essa inscritti (o circoscritti).
La nozione entrò nell’ambito dell’Analisi pura con Wallis (1656) e, in una forma più completa e rigorosa, con Bolzano 
(1817), Cauchy (1823) e, soprattutto, Weierstrass (1885).

Riferimenti storici
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UN’ALTERNATIVA DEFINIZIONE DI LIMITE


LUCA LUSSARDI


Il concetto di limite, con ogni probabilità, è il concetto chiave dell’intera Ana-
lisi Matematica, sia classica che moderna e contemporanea. Nonostante l’Analisi
Matematica abbia ormai quasi 400 anni di vita, va sottolineato che la definizione
di limite arriva solo nell’Ottocento, per opere della scuola di Cauchy, Weierstrass
e altri. In questo periodo però arriva solo la consapevolezza che il passaggio al
limite sia il vero strumento che pone una sistemazione definitiva ai ragionamenti
del calcolo infinitesimale, già per altro ampiamente sviluppato. In realtà infatti i
matematici hanno sempre usato, inconsapevolmente, un mentale passaggio al limi-
te, molto spesso giustificato da artifizi linguistici. Non è questa la sede per una
discussione storica dell’evoluzione della definizione di limite.


In questo breve articolo vogliamo discutere la definizione moderna di limite finito
per una funzione reale di variabile reale, partendo dalla definizione più naturale
di limite di una successione numerica. Ciò porterà in modo abbastanza naturale
ad una definizione di limite che presenta pregi e difetti, ma che non è quella che
comunemente viene riportata oggi sui testi di analisi universitari.1


Si faccia attenzione al fatto che il presente articolo non vuole essere una difesa di
una nozione poco usata di limite, bens̀ı solo un confronto critico tra due approcci
diversi.


1. Limite di successione


Una successione reale è semplicemente una funzione x : N→ R. Per ogni n ∈ N
risulta quindi ben definito l’elemento xn := x(n) ∈ R. Una successione è quindi
una funzione; ma volendo entrare più nel dettaglio come si comportano i valori xn


quando n percorre l’insieme N? Per esempio supponiamo che xn = n+ 2; allora


n xn


0 2
1 3


4647 4649
7565748 7565750


Osserviamo che xn tende a diventare sempre più grande quando n cresce, superando
qualunque numero naturale fissato. Invece per la successione xn = 1


n , e definita a
piacere per n = 0, si ha


1La definizione di limite inusuale che qui presentiamo fa riferimento alla definizione di limi-


te tratta da E. De Giorgi, Corso di analisi per chimici, De Salvio, Ferrara, 1969 e L. Sch-
wartz, Analyse. Deuxième partie: Topologie générale et analyse fonctionelle, Collection En-


seignement des Sciences, 11, Hermann, Paris, 1970. Un più recente utilizzo di tale approc-


cio si può trovare sulle dispense di Analisi Matematica del prof. Marco Degiovanni; si veda
http://www.dmf.unicatt.it/∼degiova/download/dispense.html
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n xn


1 1
10 0,1
100 0,01


10123 10−123


e quindi xn si avvicina al valore 0 diventando più piccolo di qualunque numero
positivo fissato.


Formalizzando queste parole abbiamo già scritto la definizione di limite per una
successione xn. Diciamo che ` ∈ R è limite della successione xn per n → +∞ se
per ogni ε > 0 esiste n̄ ∈ N tale per cui per ogni n ≥ n̄ si abbia |xn − `| < ε. In tal
caso si scrive anche


lim
n→+∞


xn = `.


In base a tale definizione risulta


lim
n→+∞


1
n


= 0.


Diciamo invece che +∞ è limite della successione xn per n → +∞ se per ogni
M > 0 esiste n̄ ∈ N tale per cui per ogni n ≥ n̄ si abbia xn > M. In tal caso si
scrive anche


lim
n→+∞


xn = +∞.


In base a tale definizione risulta


lim
n→+∞


(n+ 2) = +∞.


Finalmente diciamo che −∞ è limite della successione xn per n→ +∞ se per ogni
M > 0 esiste n̄ ∈ N tale per cui per ogni n ≥ n̄ si abbia xn < −M. In tal caso si
scrive anche


lim
n→+∞


xn = −∞.


In base a tale definizione risulta ad esempio


lim
n→+∞


(−n2) = −∞.


Si dimostra facilmente che un limite, se esiste, è anche unico. Osserviamo altres̀ı che
potrebbe anche non esistere il limite di una successione; ad esempio la successione
xn = (−1)n non ammette limite, dal momento che, intuitivamente, i valori assunti
oscillano tra i valori 1 e −1.


2. Limite di funzioni reali di variabile reale


La definizione di limite di successione reale è molto semplice, poco articolata e
intuitiva. Sia data ora una funzione f : E → R con E ⊆ R. Vogliamo ripetere
la stessa idea anche per le funzioni, ovvero dire cosa significa che f tende a un
certo valore ` quando x tende ad un certo valore x0. Ovviamente per effettuare un
procedimento simile dovremo essere in grado anzitutto di poter calcolare f(x) su
punti sempre più vicini a x0; ne segue che per ogni δ > 0 si deve avere


(1) (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E 6= ∅.
Osserviamo che tale condizione non implica che x0 ∈ E; ad esempio se E = (0, 1)
allora x0 = 0 soddisfa alla condizione (1), mentre x0 = −1 no. Un numero reale x0


che verifica (1) si dice anche aderente ad E.
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Sia dunque x0 aderente ad E; dobbiamo cercare un modo per dire che f(x) si
avvicina ad un valore ` se x si avvicina a x0. Basterà semplicemente dire che per
ogni successione xn contenuta in E e con


lim
n→+∞


xn = x0


si ha
lim


n→+∞
f(xn) = `.


Questo sembrerebbe essere un modo abbastanza naturale per intendere il limite
finito di funzioni per x→ x0 ∈ R; si scriverà anche


lim
x→x0


f(x) = `.


La stessa definizione si può dare nei casi x0 ∈ R e ` = +∞ o ` = −∞, o ancora
nei casi x0 = +∞ o x0 = −∞ e ` ∈ R, ` = +∞ o ` = −∞. Anche per i limiti di
funzioni si può dimostrare che se il limite esiste allora è anche unico.


Vediamo ora come si trascrive la definizione che abbiamo dato in termini di ε-δ.


Proposizione. Sia data una funzione f : E → R, sia x0 aderente ad E. Allora si
ha


lim
x→x0


f(x) = ` ∈ R


se e solo se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E si
ha |f(x)− `| < ε.


Dimostrazione. Supponiamo che sia


lim
x→x0


f(x) = ` ∈ R.


Supponiamo per assurdo che esista ε > 0 tale per cui per ogni δ > 0 si abbia
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E e |f(x) − `| ≥ ε. Poniamo δ = 1


n ; allora ogni successione
xn ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E verifica


lim
n→+∞


xn = x0


dal momento che 0 < |xn−x0| < δ = 1
n . Ma la successione f(xn) non può verificare


lim
n→+∞


f(xn) = `


dal momento che |f(xn)− `| ≥ ε > 0.
Viceversa supponiamo che per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈


(x0− δ, x0 + δ)∩E si ha |f(x)− `| < ε. Sia xn una successione contenuta in E con


lim
n→+∞


xn = x0.


Allora esiste n̄ ∈ N tale per cui |xn − x0| < δ per ogni n ≥ n̄. Sia n ≥ n̄; allora
|f(xn)− `| < ε, e dunque


lim
n→+∞


f(xn) = `.


Possiamo quindi dare la seguente definizione.


Definizione A. Si ha
lim


x→x0
f(x) = ` ∈ R
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se e solo se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E si
ha |f(x)− `| < ε.


La definizione di limite finito per una funzione reale di variabile reale più comune-
mente oggi adottata è invece la seguente.


Definizione B. Si ha
lim


x→x0
f(x) = ` ∈ R


se e solo se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈ (x0−δ, x0 +δ)\{x0}∩E
si ha |f(x)− `| < ε.


Osserviamo subito che per utilizzare la definizione B non è più sufficiente richiedere
che x0 sia aderente ad E ma ci vuole qualcosa di più; infatti per ogni δ > 0 deve
essere


(x0 − δ, x0 + δ) \ {x0} ∩ E 6= ∅
ovvero x0 deve essere di accumulazione per E. Di fatto quindi la definizione A
sembra più generale, e permette di definire il limite anche nel caso in cui x0 sia
aderente ad E e non di accumulazione ovvero, per definizione, isolato. Ad esempio
secondo la definizione A la funzione f(x) =


√
x2(x− 7) ha limite 0 per x → 0, e


x = 0 è isolato per E = {0} ∪ [7,+∞). Secondo la definizione B invece per tale
funzione non ha nemmeno senso la definizione di limite per x→ 0.


In particolare utilizzando la definizione A la continuità viene a coincidere con la
definizione di limite: una funzione f : E → R è continua in x0 ∈ E se e solo se


lim
x→x0


f(x) = f(x0).


Permettendo più generalità la definizione di limite diventa però più resrittiva; ad
esempio la funzione


f(x) =
{


1 x 6= 0
0 x = 0


non ammette limite per x → 0 secondo la definizione A. Seguendo invece la
definizione B si ha


lim
x→0


f(x) = 1.


Da tutto quello esposto appare chiaro che la definizione A è, forse, la definizio-
ne più naturale che uno può dedurre dalla definizione di limite di successione; essa
presenta però diversi svantaggi rispetto alla definizione B, di sopra illustrati, dal
momento che appare più restrittiva. Viceversa la definizione A presenta invece
vantaggi rispetto alla definizione B; per esempio non richiede x0 di accumulazione,
equivale, in un certo senso, alla definizione di continuità e rende più semplici e
meno elaborate certe dimostrazioni. Non esiste quindi una definizione da preferire
in modo assoluto; si tratta di due diverse scuole di pensiero.
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parole chiave

Le parole chiave 
relative alla definizione di limite   finito al finito

• punto d'accumulazione per un insieme
   (il dominio D della funzione)

paro
le

 chia
ve 

e 
defin

izion
i• intorno completo

• funzione reale

• dominio della funzione reale

• definizione di limite finito al finito

• concetto intuitivo di limite

http://www.silviocilloco.it/matematica/limitidef.htm
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Facoltà di Agraria


Ricordiamo la nozione di Intorno


Def. Fissato un punto x0 si definisce 
intorno Ix0 del punto x0 un intervallo aperto 
contenente x0.


Solitamente, detta δ la semi-ampiezza di 
tale intervallo, l’intorno si indica


A∈


( )δδ +− 00 , xx


x0x0 - δ x0+ δ


δ
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Facoltà di Agraria


PUNTO DI ACCUMULAZIONE


Un Punto si dice di accumulazione 
per un insieme di punti 


se qualunque suo intorno 
contiene sempre almeno un punto dell'insieme 


diverso dal nostro punto.


Almeno uno vuol dire che, visto che posso prendere 
infiniti intervalli sempre più piccoli, di punti ne conterrà
infiniti
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Facoltà di Agraria


ESEMPIO


Consideriamo l'insieme formato dai punti 


1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, ....


se provate a procedere, vedete che questi punti 


“tendono” a zero. 


Allora si dice che zero e' un punto di accumulazione


per questo insieme


infatti per quanto possiamo prendere piccolo un intervallo 


che contenga zero ci sarà sempre un punto della 


successione diverso da zero contenuto nell'intervallo (anzi 


ce ne saranno infiniti) 
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Facoltà di Agraria


In questa figura il punto di accumulazione 
e' quello a sinistra 


0        1/4      1/2                1
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introduzione concetto di limite

Introduzione al concetto 
 di limite finito al finito

Esempio

http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/Limiti/LimitiIntroduzioneEsempio3.htm

 Plot[y=Sin[x]/x,{x,­10,10}]

http://www.ies.co.jp/math/java/calc/LimSinX/LimSinX.html

http://www.chihapauradellamatematica.org/quaderni2002/limiti/limitiintroduzioneesempio3.htm
http://www.ies.co.jp/math/java/calc/limsinx/limsinx.html
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simulazioni per il limite

simulazioni per il limite
http://www.ies.co.jp/math/java/calc/LimSinX/LimSinX.html

http://www.ies.co.jp/math/java/calc/limsinx/limsinx.html
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video con definizione

La definizione di limite finito al finito...in video

http://www.youtube.com/watch?v=OBF0VUHHWCU&feature=PlayList&p=F8ABC53A335BF15A&playnext=1&playnext_from=PL&index=1

http://www.youtube.com/watch?v=obf0vuhhwcu&feature=playlist&p=f8abc53a335bf15a&playnext=1&playnext_from=pl&index=1
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file es con geogebra

esempio di verifica di un limite finito al finito 
mediante la definizione esercizio cubica_lim finito.ggb

limite cubica.ggb

osservazione sul grafico della funzione y=x^3

es3pg101_dodero­limite finito con visualizzazione.ggb
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Mar 19­7:45 AM

Definizione di limite finito al finito

Definizione

Si dice che “il limite, per x che tende a x0 , di f(x) è  uguale a l ” se e solo se per ogni intorno di 
l , esiste un intorno Ix0   tale che, per ogni x appartenente a questo intorno   Ix0  (escluso 
tutt‛al più  x0 ), f(x) appartenga all‛intorno di l  fissato inizialmente.

http://www.geogebra.org/en/upload/files/italian/simona_mathmum/analisi/lim_x0_l.html
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tutorials

Tutorials

Urls di tutorial e applets
anche in inglese

definizione di limite finito al finito con esempi interattivi
http://www.themathpage.com/aCalc/limits.htm

applet per 'introduzione al concetto di limite
http://calculusapplets.com/informallimits.html

http://www.themathpage.com/acalc/limits.htm
http://www.calculusapplets.com/informallimits.html
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videotutorial

Tutorial

video tutorial per l'introduzione al concetto di limite
http://www.calculus-help.com/funstuff/tutorials/limits/limit01.html

http://www.calculus-help.com/funstuff/tutorials/limits/limit01.html
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con derive

limite verifica
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verifica con "foglio" e penna lim per x tendente a 2 di x^3
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continuazione verifica lim
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screenshot derive
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geogebra file verifica limite finito al finito con def

ancora una verifica del limite finito al finito
http://www.webalice.it/maramas/_private/affinit/limiti.html

verifica  del limite della funzione y=0.2x2-x+1 nel 
punto di accumulazione per il dominio D=R x0, punto 
individuato individuato dallo slider L

limite finito con visualizzazione.ggb; clicca  sulla graffetta per aprire il file; puoi seguire la definizione spuntando 
  ordinatamente le caselle

http://www.webalice.it/maramas/_private/affinit/limiti.html
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esempi in rete

http://www.geogebra.org/en/upload/files/italian/Simona_mathmum/Analisi/Lim_x0_l.html

http://math247.pbworks.com/f/LIMITI.html

http://www.geogebra.org/en/upload/files/italian/simona_mathmum/analisi/lim_x0_l.html
http://math247.pbworks.com/f/limiti.html


Allegati

toraldo­dispense­8­1[1].pdf

toraldo­dispense­8­2[1].pdf

toraldo­dispense­8­3[1].pdf

Matematika__definizione_insiemistica_di_limite_finito_di_una_funzione_in_un_punto_finito.flv

videotutorial.flv

esercizio cubica_lim finito.ggb

limite cubica.ggb

limite[1].pdf

limite finito con visualizzazione.ggb

es3pg101_dodero­limite finito con visualizzazione.ggb
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Facoltà di Agraria


Ricordiamo la nozione di Intorno


Def. Fissato un punto x0 si definisce 
intorno Ix0 del punto x0 un intervallo aperto 
contenente x0.


Solitamente, detta δ la semi-ampiezza di 
tale intervallo, l’intorno si indica


A∈


( )δδ +− 00 , xx


x0x0 - δ x0+ δ


δ
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PUNTO DI ACCUMULAZIONE


Un Punto si dice di accumulazione 
per un insieme di punti 


se qualunque suo intorno 
contiene sempre almeno un punto dell'insieme 


diverso dal nostro punto.


Almeno uno vuol dire che, visto che posso prendere 
infiniti intervalli sempre più piccoli, di punti ne conterrà
infiniti
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Facoltà di Agraria


ESEMPIO


Consideriamo l'insieme formato dai punti 


1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, ....


se provate a procedere, vedete che questi punti 


“tendono” a zero. 


Allora si dice che zero e' un punto di accumulazione


per questo insieme


infatti per quanto possiamo prendere piccolo un intervallo 


che contenga zero ci sarà sempre un punto della 


successione diverso da zero contenuto nell'intervallo (anzi 


ce ne saranno infiniti) 
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Facoltà di Agraria


In questa figura il punto di accumulazione 
e' quello a sinistra 


0        1/4      1/2                1
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Facoltà di Agraria


Esempio


Studiamo ora il comportamento della funzione


definita nell’intervallo: ( ) ( )+∞∪∞− ,00,





<−
>+


=+=
0,1
0,1||)(


xx
xx


x
xxxf


  se
  se


0


1


-1
x


y
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Facoltà di Agraria


quando la x assume valori numerici sempre più prossimi a 
zero da destra, i corrispondenti valori f (x) si avvicinano 
sempre di più al numero 1, mentre quando la x assume 
valori numerici sempre più prossimi a zero da sinistra, i 
corrispondenti valori f (x) si avvicinano sempre di più al 


numero -1


x
x


xxf +=)(


0
1


-1
x


y
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x
x


xxf +=)(


Risulta che:


1,1 limlim
00


+=










+−=












+


+− →→ x
x


x
x
x


x
xx


0


1


-1 x


y


J1


ε


δ


J2
ε


−δ
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( ) ( )+∞∪∞− ,22,


Esempio


Studiamo ora il comportamento della funzione


definita nell’intervallo: 


2
483)(


2


−
+−=


x
xxxf


0


1


x


y
°


2


4


-2
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Facoltà di Agraria


quando la x assume valori numerici sempre più prossimi a 
due sia da destra che da sinistra, i corrispondenti valori   


f (x) si avvicinano sempre di più al valore 4


0


1


x


y
°


2


4


-2


2
483)(


2


−
+−=


x
xxxf
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Risulta che:


2
4834


2
483 2


2


2


2
limlim −


+−==
−


+−
+− →→ x


xx
x


xx
xx


0 x


y


°


2


4


-2


2
483)(


2


−
+−=


x
xxxf


4+ε


4-ε


2+δ
2-δ
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Facoltà di Agraria


In entrambi gli esempi studiati si parla di:


Limite finito al finito
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Facoltà di AgrariaLimite finito al finito


Def. Sia f una funzione a valori reali definita in un 
intervallo limitato o illimitato I privato eventualmente 
di un suo punto x0.


• Si dice che f converge ad un numero l1 quando x
tende a x0 da sinistra se:


( ) εδδε <−−∈∀>∃>∀⇔=
−→


1001 )(,,:0,0)(lim
0


lxfxxxlxf
xx


   


• Si dice che f converge ad un numero l2 quando x
tende a x0 da destra se:


( ) εδδε <−+∈∀>∃>∀⇔=
+→


2002 )(,,:0,0   )(lim
0


lxfxxxlxf
xx
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Facoltà di Agraria


La differenza l1 - l2  (con l1 > l2)


viene detto salto della funzione f
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Facoltà di Agraria


• Si dice che f converge ad un numero l quando x
tende a x0 se:


( )


ε


δδδε


<−


≠+−∈∀>∃>∀⇔=
→


lxf


xxxxxlxf
xx


)(


,,:0,0)( 000lim
0


  con    


La funzione f


non ammette asintoto verticale
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Quindi, se il limite al finito di una funzione 


risulta finito


allora la funzione non ammette sicuramente 


asintoto verticale
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Facoltà di Agraria


Osservazione 


Si può dimostrare che se il limite  sinistro l1
ed il limite destro l2 al finito di una funzione 


risultano uguali (l1 = l2 = l),


allora la funzione ammette globalmente 


limite e risulta
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Facoltà di Agraria


Si dice che una funzione ammette limite in 
un punto al finito x0 se 


limite sinistro e limite destro coincidono
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UN’ALTERNATIVA DEFINIZIONE DI LIMITE


LUCA LUSSARDI


Il concetto di limite, con ogni probabilità, è il concetto chiave dell’intera Ana-
lisi Matematica, sia classica che moderna e contemporanea. Nonostante l’Analisi
Matematica abbia ormai quasi 400 anni di vita, va sottolineato che la definizione
di limite arriva solo nell’Ottocento, per opere della scuola di Cauchy, Weierstrass
e altri. In questo periodo però arriva solo la consapevolezza che il passaggio al
limite sia il vero strumento che pone una sistemazione definitiva ai ragionamenti
del calcolo infinitesimale, già per altro ampiamente sviluppato. In realtà infatti i
matematici hanno sempre usato, inconsapevolmente, un mentale passaggio al limi-
te, molto spesso giustificato da artifizi linguistici. Non è questa la sede per una
discussione storica dell’evoluzione della definizione di limite.


In questo breve articolo vogliamo discutere la definizione moderna di limite finito
per una funzione reale di variabile reale, partendo dalla definizione più naturale
di limite di una successione numerica. Ciò porterà in modo abbastanza naturale
ad una definizione di limite che presenta pregi e difetti, ma che non è quella che
comunemente viene riportata oggi sui testi di analisi universitari.1


Si faccia attenzione al fatto che il presente articolo non vuole essere una difesa di
una nozione poco usata di limite, bens̀ı solo un confronto critico tra due approcci
diversi.


1. Limite di successione


Una successione reale è semplicemente una funzione x : N→ R. Per ogni n ∈ N
risulta quindi ben definito l’elemento xn := x(n) ∈ R. Una successione è quindi
una funzione; ma volendo entrare più nel dettaglio come si comportano i valori xn


quando n percorre l’insieme N? Per esempio supponiamo che xn = n+ 2; allora


n xn


0 2
1 3


4647 4649
7565748 7565750


Osserviamo che xn tende a diventare sempre più grande quando n cresce, superando
qualunque numero naturale fissato. Invece per la successione xn = 1


n , e definita a
piacere per n = 0, si ha


1La definizione di limite inusuale che qui presentiamo fa riferimento alla definizione di limi-


te tratta da E. De Giorgi, Corso di analisi per chimici, De Salvio, Ferrara, 1969 e L. Sch-
wartz, Analyse. Deuxième partie: Topologie générale et analyse fonctionelle, Collection En-


seignement des Sciences, 11, Hermann, Paris, 1970. Un più recente utilizzo di tale approc-


cio si può trovare sulle dispense di Analisi Matematica del prof. Marco Degiovanni; si veda
http://www.dmf.unicatt.it/∼degiova/download/dispense.html


1







2 LUCA LUSSARDI


n xn


1 1
10 0,1
100 0,01


10123 10−123


e quindi xn si avvicina al valore 0 diventando più piccolo di qualunque numero
positivo fissato.


Formalizzando queste parole abbiamo già scritto la definizione di limite per una
successione xn. Diciamo che ` ∈ R è limite della successione xn per n → +∞ se
per ogni ε > 0 esiste n̄ ∈ N tale per cui per ogni n ≥ n̄ si abbia |xn − `| < ε. In tal
caso si scrive anche


lim
n→+∞


xn = `.


In base a tale definizione risulta


lim
n→+∞


1
n


= 0.


Diciamo invece che +∞ è limite della successione xn per n → +∞ se per ogni
M > 0 esiste n̄ ∈ N tale per cui per ogni n ≥ n̄ si abbia xn > M. In tal caso si
scrive anche


lim
n→+∞


xn = +∞.


In base a tale definizione risulta


lim
n→+∞


(n+ 2) = +∞.


Finalmente diciamo che −∞ è limite della successione xn per n→ +∞ se per ogni
M > 0 esiste n̄ ∈ N tale per cui per ogni n ≥ n̄ si abbia xn < −M. In tal caso si
scrive anche


lim
n→+∞


xn = −∞.


In base a tale definizione risulta ad esempio


lim
n→+∞


(−n2) = −∞.


Si dimostra facilmente che un limite, se esiste, è anche unico. Osserviamo altres̀ı che
potrebbe anche non esistere il limite di una successione; ad esempio la successione
xn = (−1)n non ammette limite, dal momento che, intuitivamente, i valori assunti
oscillano tra i valori 1 e −1.


2. Limite di funzioni reali di variabile reale


La definizione di limite di successione reale è molto semplice, poco articolata e
intuitiva. Sia data ora una funzione f : E → R con E ⊆ R. Vogliamo ripetere
la stessa idea anche per le funzioni, ovvero dire cosa significa che f tende a un
certo valore ` quando x tende ad un certo valore x0. Ovviamente per effettuare un
procedimento simile dovremo essere in grado anzitutto di poter calcolare f(x) su
punti sempre più vicini a x0; ne segue che per ogni δ > 0 si deve avere


(1) (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E 6= ∅.
Osserviamo che tale condizione non implica che x0 ∈ E; ad esempio se E = (0, 1)
allora x0 = 0 soddisfa alla condizione (1), mentre x0 = −1 no. Un numero reale x0


che verifica (1) si dice anche aderente ad E.
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Sia dunque x0 aderente ad E; dobbiamo cercare un modo per dire che f(x) si
avvicina ad un valore ` se x si avvicina a x0. Basterà semplicemente dire che per
ogni successione xn contenuta in E e con


lim
n→+∞


xn = x0


si ha
lim


n→+∞
f(xn) = `.


Questo sembrerebbe essere un modo abbastanza naturale per intendere il limite
finito di funzioni per x→ x0 ∈ R; si scriverà anche


lim
x→x0


f(x) = `.


La stessa definizione si può dare nei casi x0 ∈ R e ` = +∞ o ` = −∞, o ancora
nei casi x0 = +∞ o x0 = −∞ e ` ∈ R, ` = +∞ o ` = −∞. Anche per i limiti di
funzioni si può dimostrare che se il limite esiste allora è anche unico.


Vediamo ora come si trascrive la definizione che abbiamo dato in termini di ε-δ.


Proposizione. Sia data una funzione f : E → R, sia x0 aderente ad E. Allora si
ha


lim
x→x0


f(x) = ` ∈ R


se e solo se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E si
ha |f(x)− `| < ε.


Dimostrazione. Supponiamo che sia


lim
x→x0


f(x) = ` ∈ R.


Supponiamo per assurdo che esista ε > 0 tale per cui per ogni δ > 0 si abbia
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E e |f(x) − `| ≥ ε. Poniamo δ = 1


n ; allora ogni successione
xn ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E verifica


lim
n→+∞


xn = x0


dal momento che 0 < |xn−x0| < δ = 1
n . Ma la successione f(xn) non può verificare


lim
n→+∞


f(xn) = `


dal momento che |f(xn)− `| ≥ ε > 0.
Viceversa supponiamo che per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈


(x0− δ, x0 + δ)∩E si ha |f(x)− `| < ε. Sia xn una successione contenuta in E con


lim
n→+∞


xn = x0.


Allora esiste n̄ ∈ N tale per cui |xn − x0| < δ per ogni n ≥ n̄. Sia n ≥ n̄; allora
|f(xn)− `| < ε, e dunque


lim
n→+∞


f(xn) = `.


Possiamo quindi dare la seguente definizione.


Definizione A. Si ha
lim


x→x0
f(x) = ` ∈ R
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se e solo se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ E si
ha |f(x)− `| < ε.


La definizione di limite finito per una funzione reale di variabile reale più comune-
mente oggi adottata è invece la seguente.


Definizione B. Si ha
lim


x→x0
f(x) = ` ∈ R


se e solo se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈ (x0−δ, x0 +δ)\{x0}∩E
si ha |f(x)− `| < ε.


Osserviamo subito che per utilizzare la definizione B non è più sufficiente richiedere
che x0 sia aderente ad E ma ci vuole qualcosa di più; infatti per ogni δ > 0 deve
essere


(x0 − δ, x0 + δ) \ {x0} ∩ E 6= ∅
ovvero x0 deve essere di accumulazione per E. Di fatto quindi la definizione A
sembra più generale, e permette di definire il limite anche nel caso in cui x0 sia
aderente ad E e non di accumulazione ovvero, per definizione, isolato. Ad esempio
secondo la definizione A la funzione f(x) =


√
x2(x− 7) ha limite 0 per x → 0, e


x = 0 è isolato per E = {0} ∪ [7,+∞). Secondo la definizione B invece per tale
funzione non ha nemmeno senso la definizione di limite per x→ 0.


In particolare utilizzando la definizione A la continuità viene a coincidere con la
definizione di limite: una funzione f : E → R è continua in x0 ∈ E se e solo se


lim
x→x0


f(x) = f(x0).


Permettendo più generalità la definizione di limite diventa però più resrittiva; ad
esempio la funzione


f(x) =
{


1 x 6= 0
0 x = 0


non ammette limite per x → 0 secondo la definizione A. Seguendo invece la
definizione B si ha


lim
x→0


f(x) = 1.


Da tutto quello esposto appare chiaro che la definizione A è, forse, la definizio-
ne più naturale che uno può dedurre dalla definizione di limite di successione; essa
presenta però diversi svantaggi rispetto alla definizione B, di sopra illustrati, dal
momento che appare più restrittiva. Viceversa la definizione A presenta invece
vantaggi rispetto alla definizione B; per esempio non richiede x0 di accumulazione,
equivale, in un certo senso, alla definizione di continuità e rende più semplici e
meno elaborate certe dimostrazioni. Non esiste quindi una definizione da preferire
in modo assoluto; si tratta di due diverse scuole di pensiero.
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