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Definizione

Sia f(x) una funzione definita in un intorno del punto x = xo, tranne eventualmente nel punto x =

Si dice che f{x) ¢ un infinitesimo per x — x se
lim f(x)=0

X=X

In modo analogo f{x) ¢ un infinitesimo per x — +oo, oppure per x — —oo se
lim f(x)=0 oppure [lim f(x)=0
X—>—00

X0

X—>+0
Esempi
- f(x)= (x —3)2 ¢ un infinitesimo per x — 3 perché
lim(x=3)* =0
x—3
2 - f(x)= 1 ¢ un infinitesimo per x — +o e per x — —oo  perché
X
lim l=0 e lim l=0
X—>—0 X X—>+00 X

Usiamo la scrittura x — ¢ per indicare sia x = xo che x >+ e x — —oo.

Confronto fra infinitesimi

Dati due infinitesimi f(x) e g(x) per x — c, si considera il rapporto AC)] Ex;
g(x

Definizioni
Se

lim EAC)) =L#0 LeR

x—>c g (x)
le funzioni f(x) e g(x) sono infinitesimi dello stesso ordine per x — c.
Se

EAC

x—>c g (x)

la funzione f{x) ¢ un infinitesimo di ordine superiore rispetto a g(x) per x — c.
Se

lim EAC))
xX—>c g(x)

la funzione f{x) ¢ un infinitesimo di ordine inferiore rispetto a g(x) per x — c.
Se

=do0

JS(x)

lim —— non esiste
xX—c g(x)

le funzioni f{x) e g(x) sono infinitesimi non confrontabili per x — c.

Esempi
1 - f(x)=1-cosx g(x)=x2
l—cosx 1

lim — =7 = f(x) e g(x) sono infinitesimi dello stesso ordine per x — 0.
x>0  x
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2—  f()=+x-2 g(x)=x—4
e T NERr) R I
im ———=[im =—
x—4 x—4 x4 (x—4)(\/;+2) 4

ordine per x — 4.

= f(x) e g(x) sono infinitesimi dello stesso

3- f(x)=1-cosx g(x)=sinx
_ l-cosx ,  l-cosx x* . l=cosx x . . o .
lim — = lim > — = [im > —x=0 = f(x) ¢ un infinitesimo di
x>0 sinx x>0 x sinx x—-0 x sinx

ordine superiore rispetto a g(x) per x — 0.

T

X
1
2 x o .
lim *—= lim —=0 = f(x) ¢ un infinitesimo di ordine superiore rispetto a g(x)
X—>+00 l X—>+00 x3
X
per x — +oo.
5- f(x)= ln(x + 1) g(x)= x°
lim ln(x3+ 1) = lim ln(x+1).L2 = +00 =  f(x) ¢ un infinitesimo di ordine inferiore
x—=>0 x x—0 X X
rispetto a g(x) perx — 0.
6— f(x)=xsinl g(x)=x
X
xsin— 1
lim X — lim sin— nonesiste = f(x) e g(x) sono infinitesimi non confrontabili
x—=0 X x—0 X

per x— 0.

Infinitesimi equivalenti

Definizione

Se f(x) e g(x) sono infinitesimi per x — ¢ e se risulta
lim —f (x) =1
xX—>c g (x)

si dice che f(x) e g(x) sono infinitesimi equivalenti per x — ¢ e si scrive
f(x) ~ g(x) perx—c.

Esempi
- f(x)=x g(x)= x> +x sono equivalenti per x — 0 perche
. fx) . X . X
lim ——== lim —— = lim =1
x>0 g(x) x-0x> 4x 10 )ci)c2 +1i
2—-  f(x)=sinx g(x)=x  sono equivalenti per x = 0 perche
f( ) . sinx _

x—>0g(x) x—=0 X
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3- f(x)=e" -1 g(x)=x  sono equivalenti per x - 0 perche
x —
AC B S
x—=0g(x) x>0 x
4 — f(x)=In(x+1) g(x)=x  sono equivalenti per x - 0 perche
lim In(1+ x) 1
x—0 X

Nella seguente tabella sono riassunti alcuni casi importanti di infinitesimi equivalenti

Tabella di infinitesimi equivalenti.
(A destra sono indicati i limiti fondamentali utilizzati per scrivere 1’equivalenza).

Sinx

1- sinx ~x lim 1
x—>0 X
2 - 1gx ~x limtg—le
x—>0 X
3 - 1—cosx ~lx2 lim l—cosx:l
2 x—0 x2 2
4 — In(1+x) ~x limm(l—+)c)=l
x—0 X
x_
5-— e —1~x lim £ 1=1
x>0 X

Principio di sostituzione degli infinitesimi
Se il rapporto di due infinitesimi ammette limite per x — ¢ , tale limite resta invariato se si
sostituisce ciascuno dei due infinitesimi con un infinitesimo equivalente, ossia:

f(x), fi(x), g(x), g(x) infinitesimi perx — ¢

f@)_ g S

Sx) ~ fi(x) perx —c = lim
xX—c g(x) x—>c g1 (x)
g(x) ~ g1(x) perx —c
Esempi
1- lim —ln(l+x): limi:l
x—0 2tgx x—02x 2
perché In(l1+x) ~x tgx ~X
7_ lim In(1+4x) _ lim 4x :g
x—0 2tg(3x) x—02-3x 3
perché In(1+4x) ~4x 1g3x ~3x
3 - lim sin(2x) = lim 2x_2
x—>01g(5x) x-05x 5
perché sin(2x) ~2x tg5x ~ 5x
4_ - sin(7x) lim Tx 7

x>0ln(1+3x) x-03x 3
perché sin(7x) ~Tx In(1+3x) ~3x
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1 >
1—cos x 2
5- lim ———=lim*—=4
x—)O1 X x>0l 2
—cos— —X
2
2
perché l—cosx ~ lx2 1—cos> ~ 1fx :lx2
2 2 22 8
6— lim xrsmx lim E:g
x—>0x+2sinx x—>03x 3
. 2 2
7 - lim > i X =2

x—>01—cosx x—0 lxz

Principio di eliminazione degli infinitesimi
Se le funzioni f(x), fi(x), g(x), g;(x) sono infinitesimi per x — ¢ e se
f1(x) € di ordine superiore rispetto a f(x) perx — ¢
g;(x) ¢édiordine superiore rispetto a g(x) perx — ¢
allora
lim S+ /(%) = lim EAC))
x> g(x)+g1(x)  x—ocg(x)

In altre parole il limite del rapporto fra due infinitesimi non cambia aggiungendo o togliendo agli
infinitesimi dati degli infinitesimi di ordine superiore.

Esempi
. 4 .
. sinx+3x . sinx
1- lim = [im =1
x=0 sin“ x+x x—=0 X
perché sinx ~x e sin® x ~ x*
3
. tel2x)+ 5x . 2x
2 - ZUH&ZIU’”—=2
x=0 sinx+x x—=0 x
1
l1—cosx+x Jat+x X
3 - lim :lim2 :lim—:lim\/_:O

0 sinx++x x50 Afx =04/x x50
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Definizione

Sia f(x) una funzione definita in un intorno del punto x = xo, tranne eventualmente nel punto x =

Si dice che f{x) ¢ un infinito per x — xj se
lim f(x)=zo0

X=X

In modo analogo f{x) ¢ un infinito per x — +oo, oppure per x — —o se
lim f(x)=200 oppure I[lim f(x)==0
X—>—00

X0

X—>+00
Esempi
- f(x)= 3x% ¢ un infinito per x — oo perché  [lim 3x% =40
X—>Fo0
2—  f(x)=Inx ¢ uninfinito per x — +oo perché lim Inx =400
X—>+00
3—  f(x)=Inx ¢uninfinito perx - 0" perché  lim Inx=—w
x>0t
1L . 1 1
4—-  f(x)=— ¢ un infinito per x — 0 perché lim —=+400 e [im —=-ow
X x0T X x>0~ X

Usiamo la scrittura x — ¢ per indicare sia x —> xyp che x >+t ¢ x — —o.

Confronto fra infiniti

Dati due infiniti f(x) e g(x) perx — ¢, si considera il rapporto %
g(x

Definizioni
Se

im? ) _120  LeR,

x—>c g (x)
le funzioni f(x) e g(x) sono infiniti dello stesso ordine per x — c.
Se

lim G 0

x—>c g (x)
la funzione f{x) ¢ un infinito di ordine inferiore rispetto a g(x) perx — c.
Se

lim EAC)) =+

x—>c g (x)

la funzione f{x) ¢ un infinito di ordine superiore rispetto a g(x) per x — c.
Se

f(x)

lim =——— non esiste
xX—C g(x)

le funzioni f{x) e g(x) sono infiniti non confrontabili per x — c.

Esempi
1 - f(x):x2—2 g(x):3x2—x
X2 1

lim 3 — = f(x) e g(x) sono infiniti dello stesso ordine per x — *oo.
x—>*03x  —x 3
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1 1
2- f)=— g(x)=—
x” =1 X =
1
3 2_ -
lim X =L _jim X 3 1 = lim (x 1)2(x+1) = 2 =  f(x) e g(x) sono infiniti dello
xol 1 x>l x° —1 x—)l(x—l)(x +x+1) 3
xr -1
stesso ordine per x — 1
3- fx)=x>-1 g(x)=x>-1
2
lim ~ 3 ! =0 =  f(x) ¢un infinito di ordine inferiore rispetto a g(x) per x — +oo
X—>+x0 x _1
4 — f(x)=x3—4x+1 g(x):x2+x—1
x> —4x+1 . RPTPT . .
lim — = t© = f(x) ¢un infinito di ordine superiore rispetto a g(x) per x—+o
x40 x7 +x—1
5-— f(x)z(x+1)sinx g(x)=x+1
lim M = [im sinx nonesiste = f(x) e g(x) sono infiniti non confrontabili
x40 x+1 X—>+0
per x— 0

Osservazione importante
La “rapidita con la quale una funzione f(x) tende all’infinito, per x tendente all’infinito, varia a

seconda delle sue caratteristiche. In linea generale, per x tendente all’infinito, possiamo dire che:

. un polinomio di grado n cresce in valore assoluto piu rapidamente di qualunque polinomio
di gradon — 1.

. una funzione esponenziale y =a”™, con a > 1, cresce piu rapidamente di qualsiasi polinomio.

o una funzione logaritmica y=I/log,x, con a > 1, cresce meno rapidamente di qualsiasi
polinomio.

Queste ultime due importanti proprieta sono basate sui seguenti limiti fondamentali (che possono
essere generalizzati a una qualunque base a > 1); tali limiti potranno essere facilmente dimostrati
con la regola di De I’Hopital, che verra in seguito enunciata.

Limiti fondamentali

Si dimostra che la funzione e* ¢ un infinito di ordine superiore a ogni potenza di x , per x — +oo ,
ossia
X
. e .
lim — =+ qualunquesia n >0
x—+o x
Si dimostra che la funzione /nx ¢ un infinito di ordine inferiore a ogni potenza di x , per x — +o0 ,
ossia

. Inx .
lim —=0 qualunquesia n >0
x—+o x
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Principio di eliminazione degli infiniti
Se le funzioni f(x), fi(x), g(x), g(x) sono infiniti perx — ¢ e se
f1(x) ¢ diordine inferiore rispetto a f(x) perx —c
g1(x) ¢ diordine inferiore rispetto a g(x) perx — ¢
allora
lim RACILLC)) = lim EAC))
x> g(x)+g1(x)  x-ocg(x)

In altre parole il limite del rapporto fra due infiniti non cambia aggiungendo o togliendo agli infiniti
dati degli infiniti di ordine inferiore.

Questi risultati rendono spesso piu agevole il calcolo dei limiti, come mostrano i seguenti esempi.

Esempi
2 2

. 3+x+x .X
1- lim ﬁ = lim —4 =0
X—>+0 x4+ Xx X—>+0 x
Co2xd x4 2y
2 - lim ——————= lim —=2
xX—>+00 x3 + 31x5 X400 3
perché f1(x) =+ x2+1 ¢ un infinito di ordine inferiore a f(x)= 2x° per x — +oo
g1(x)= Vs ¢ un infinito di ordine inferiore a g(x) = x° per x — +oo
X
3- lim 3 =400  (limite fondamentale)
x>+ x“ 42
: Inx e
4 — lim — =0 (limite fondamentale)
xX—40 x< =2
Inx Inx e
5- lim ———— = lim —— =0 (principio di eliminazione e limite fondamentale)
X—>+00 x2 —3x+5 x>+ x2
Vx+x2+inx . x?

6 — lim 3 lim — =0 (principio di eliminazione e limite fondamentale)
X—>+0 X+ ex X—>+00 ex
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Esercizi
1) Stabilire quali delle seguenti funzioni sono degli infinitesimi per x — 2
a-  flx)=(x-2)
b-— f(x) — M
x“ -4
c— f(x)zxz—x—Z
4
d- X)=
Slw)=——
2) Stabilire per x tendente a quale valore ciascuna delle funzioni seguenti risulta essere un
infinitesimo
a-— f(x):x2—4x+3
b— f(x) _ x+4
x=3
- fl)=—
x=5
d—  f(x)=inx
e—  flx)=3x+2
3) Per le seguenti coppie di infinitesimi stabilire qual ¢ I’infinitesimo di ordine superiore
a-— f(x):x2—9 g(x):x2—6x+9 perx — 3
b-  f(x)=1-cosx g(x):sin(xz) perx = 0
4) Scrivere due funzioni che siano infinitesime per x — —1 e perx — 4.
5) Scrivere due funzioni che siano infinitesime per x — +oo
6) Stabilire quali delle seguenti funzioni sono degli infiniti per x — 5
a- flx)=2
X
b—  f(x)=mn(x-5)
c—  flx)= x* =25
d- f)=o
S5—-x
7) Stabilire quali delle seguenti funzioni sono degli infiniti per x — +oo e/0 per per x — —©
am fl)=o
5-x
b—  f(x)=mn(x-5)
c—  flx)= x* =25
2
X
d- X)=
f( ) 3+x
e—  flx)=le" -1
8) Per le seguenti coppie di infiniti stabilire qual ¢ I’infinito di ordine superiore
a-— f(x)=x2—9 g(x)=x4—6x+9 per x — oo
b - f(x)=l g(x)=L2 perx = 0
X X
9) Scrivere due funzioni che siano infinite per x - -2 e per x — 4.

10)  Scrivere due funzioni che siano infinite per x — +oo



