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Studio di funzione 
Tipi di funzioni 
Le funzioni si possono raggruppare in alcune tipologie di base: 

• Razionali: se le operazioni che vi si effettuano sono addizione, sottrazione, 
prodotto, divisione ed elevamento a potenza (con esponente intero); sono dette 
razionali fratte se hanno la x al denominatore o con esponente negativo; 

• Irrazionali:  se prevedono estrazioni di radice che coinvolgono la x; 

• Trascendenti: sono le funzioni esponenziali, logaritmiche o goniometriche. 
 

Rappresentazione grafica di una funzione: applicazi oni 
Uno studio di funzione mira ad individuare e studiare le principali caratteristiche di una 
funzione f (x) e quindi del suo diagramma nel piano. Per uno studio di questo tipo, si 
procede in genere secondo il seguente schema: 

a) determinazione dell’insieme di definizione della funzione f (x); 
b) riconoscimento di eventuali simmetrie rispetto all’asse y o rispetto all’origine; 
c) determinazione degli eventuali punti d’intersezione della curva con gli assi 

cartesiani; 
d) determinazione degli intervalli in cui la f (x) assume valori positivi e di quelli in 

cui assume valori negativi; 
e) calcolo dei limiti della f (x) per x tendente agli estremi degli intervalli che 

costituiscono l’insieme di definizione della funzione; 
f) determinazione quindi degli eventuali asintoti; 
g) determinazione degli intervalli in cui la funzione è crescente e di quelli in cui è 

decrescente e quindi degli eventuali punti di massimo e di minimo relativo; 
h) determinazione degli intervalli in cui la funzione volge la concavità verso l’alto e 

di quelli in cui la funzione volge la concavità verso il basso e quindi degli 
eventuali punti di flesso. 

 

a. insieme di definizione della funzione (campo di esistenza) 
= insieme di valori che si possono attribuire alla variabile indipendente x; restano 
esclusi i valori che x non può assumere, dove la funzione in pratica non esiste. 

L’insieme di esistenza di una funzione, detto anche C.E. (Campo di Esistenza) è 
definito da diversi valori, secondo il tipo di funzione: 

1. funzioni razionali intere: intero campo dei numeri Reali. 
2. funzioni razionali fratte : intero campo dei numeri Reali (eccetto eventuali 

valori che annullano i denominatori). 
3. funzioni irrazionali con radicali di indice dispari : intero campo dei numeri 

Reali eccetto i valori che annullano i denominatori. 
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4. funzioni irrazionali con radicali di indice pari: insieme dei numeri Reali che 
rendono non negativi i radicandi (più i valori che annullano i denominatori). 

5. funzioni logaritmiche: valori di x che rendono positivi gli argomenti dei 
logaritmi.  
 es.: y = Log (16 - x2) >> 16 - x2 > 0 

6. funzioni esponenziali: valori di x che rendono positive le basi delle potenze.  
es.1: y = 2 x+1 >> tutti i R es.2: y = (x+4) x >> x+4 > 0  

7. funzioni goniometriche seno e coseno: intero campo dei numeri Reali. 
8. funzioni goniometriche tangente: valori di x che rendono l’argomento diverso 

da 
2

k
π π+ . 

9. funzioni goniometriche cotangente: valori di x che rendono l’argomento 
diverso da k π. 

 

b. Simmetrie rispetto all’asse delle x o rispetto all’ origine 
Una funzione è simmetrica rispetto all’origine O se si verifica l’uguaglianza del tipo  
 f (- x) = - f (x) 
È invece simmetrica rispetto all’asse delle Y se si verifica l’uguaglianza del tipo 
 f (- x) = f (x). 
 

c. Intersezioni con l’asse delle x  
Gli zeri della funzione sono i punti di intersezione del diagramma della f (x) con l’asse 
delle x. Per calcolarli basta sostituire 0 alla y e verificare per quali valori della x la 
funzione è verificata. 
 

d. Positività e negatività della funzione 
Per meglio definire il comportamento di una funzione, è utile individuare gli intervalli 
di positività e negatività della f (x), tenendo presente che: 

• se f (x) è positiva, il suo diagramma giace nel semipiano delle ordinate positive; 

• se f (x) è negativa, il suo diagramma giace nel semipiano delle ordinate negative. 

Per verificare dove la funzione è positiva e dove invece è negativa si procede come 
nell’esempio che segue: 

4

8 2x

x
y

+=
−  

 - 4 0 3 

x + 4 > 0 - - - - - - ---------------------------------------------------------- 

8 - 2x > 0 --------------------------------------------------------- - - - - - -  

da cui si ricava: - + - 

la funzione è positiva per - 4 < x < 3, negativa per gli altri intervalli. 
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e. Limiti della funzione 

Limite per x che tende a un valore finito: dato un intorno di un punto P (un insieme 
di punti, diversi da P, di un segmento che comprende il punto P), si dice che la 
funzione f (x) ha per limite ∝∝∝∝ per x tendente ad x0 se, prefissato ad arbitrio un numero 
ε positivo e piccolo a piacere, è possibile determinare, in corrispondenza ad esso, un 
intorno (a, b) di x0, contenuto nell’insieme di definizione della funzione, tale che per 
ogni x di questa funzione risulti:  | f (x) - ∝ | < ε  e cioè  ∝ - ε < f (x) < ∝ + ε  

Come per le successioni, il limite può non esistere, ma se esiste è unico, e si scrive: 

0

lim ( )
x x

f x
→

= l  

Il limite per x tendente ad x0 può tendere a valori infinitamente grandi; in tal caso si dirà  

se, per ogni numero reale E positivo è possibile determinare un intorno completo UE di 
x0 tale che, per ogni x del dominio della funzione e di questo intorno risulti: f (x) > E. 

Analogamente per - ≡≡≡≡ :  
0

lim ( )
x x

f x
→

= −∞  se risulta  f (x) < - E 

Spesso, questo si verifica quando vi è un asintoto verticale della funzione. 

Il limite di una funzione va ricercato intorno ai suoi punti di discontinuità; in questo 
caso si parla di 

0

lim ( )
x x

f x
→

, che può essere distinto in limite sinistro  o destro (
0

lim ( )
x x

f x
→ −

 o 

0

lim ( )
x x

f x
→ +

) se la funzione assume valori diversi a destra o a sinistra di x0 . 

 
Limite per x che tende a un valore infinito: anche qui sarà utile distinguere due casi. 

Si dice che una funzione f (x) per x tendente ad ≡≡≡≡ ha per limite ∝∝∝∝ lim ( )
x

f x
→±∞

= l  

se, per ogni numero reale ε > 0 esiste un numero reale k > 0 tale che, per ogni x > k 
appartenente al dominio risulti:  | f (x) - ∝ | < ε  

Invece, la funzione f (x) tende a + ≡≡≡≡ per x tendente ad x0  lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  

se, per ogni numero reale E positivo è possibile determinare un numero reale k > 0 tale 
che, per ogni x > k appartenente al dominio risulti: f (x) > E. 

Analogamente per il caso - ≡≡≡≡ :  
0

lim ( )
x x

f x
→

= −∞  se risulta  f (x) < - E 

Il limite di una funzione va perciò ricercato anche agli estremi del campo di esistenza 
della f (x), siano essi dei punti degli assi cartesiani oppure per x che tende a + ∞ o a - ∞; 
si parla in questi casi di lim ( )

x
f x

→+∞
 oppure di lim ( )

x
f x

→−∞
. 

Normalmente il limite si ottiene sostituendo alla x il valore che essa assume in quel 
punto, o (se i valori sono diversi) a sinistra e a destra di quel punto.  
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Teoremi sui limiti 
I teoremi sui limiti sono assai utili anche per determinare il valore di particolari limiti.  

a) Teorema dell’unicità del limite: se una funzione f (x), per x tendente ad x0 [o a + ≡ 
o a - ≡] ammette limite, questo è unico. 

b) Teorema della permanenza del segno: se per x tendente ad x0 [o a + ≡ o a - ≡] la 
funzione f (x) ha per limite il numero finito l ! 0, esiste un intorno del punto x0 tale 
che per ogni x di tale intorno la funzione f (x) assume valori dello stesso segno di l. 

c) Teorema del confronto: se f (x), g (x) e h (x) sono tre funzioni definite in uno 
stesso intorno (a, b) di x0, se per ogni x di detto intorno risulta: 
f (x) [ g (x) [ h (x) e se inoltre è 

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x h x l
→ →

= =  

allora esiste anche il limite della g (x), per x tendente ad x0 ed è 
0

lim ( )
x x

g x l
→

=  

Il teorema sussiste anche se x è + ≡ o - ≡ oppure quando il limite per x tendente a +≡ 
o -≡ è l o + ≡ o - ≡. 

d) Teorema della somma: se f (x) e g (x) sono due funzioni definite in uno stesso 
intorno (a, b) di x0 e se esistono e sono finiti i loro limiti, per x tendente a x0, allora 
anche la somma f (x) + g (x) ha limite finito, per x tendente a x0, e questo limite è 

uguale alla somma dei due limiti:   
0 0

1 2lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

+ = +l l  

Questo teorema è valido anche quando il limite, per x tendente a x0, di una delle due 
funzioni è finito mentre l’altro è +≡ o -≡, ed anche quando i due limiti sono 
entrambi +≡ o entrambi -≡. Nulla si può dire, invece, nel caso +≡ -≡. 

e) Teorema della differenza: se f (x) e g (x) sono due funzioni definite in uno stesso 
intorno (a, b) di x0 e se esistono e sono finiti i loro limiti, per x tendente a x0, allora 
anche la differenza f (x) + g (x) ha limite finito, per x tendente a x0, e questo limite è 

uguale alla differenza dei due limiti:   
0 0

1 2lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

− = −l l  

Questo teorema è valido anche quando il limite, per x tendente a x0, di una delle due 
funzioni è finito mentre l’altro è +≡ o -≡. Nulla si può dire, invece, quando i due 
limiti sono entrambi +≡ o entrambi -≡, o nel caso in cui x tenda a +≡ o a -≡. 

f) Teorema del prodotto: se f (x) e g (x) sono due funzioni definite in uno stesso 
intorno (a, b) di x0 e se esistono e sono finiti i loro limiti, per x tendente a x0, allora 
anche il prodotto f (x) · g (x) ha limite finito, per x tendente a x0, e questo limite è 

uguale al prodotto dei due limiti:   
0 0

1 2lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

⋅ = ⋅l l   

Questo teorema è valido anche quando uno dei due limiti sia infinito e l’altro finito 
ma ! 0, e nel caso in cui i due limiti siano entrambi infiniti. Nulla si può dire, invece, 
nei casi in cui i due limiti siano uno infinito e l’altro = 0, oppure quando x tenda a 
+≡ o a -≡. 

g) Teorema della funzione reciproca: se la funzione f (x) per x tendente ad x0 ha 

limite finito ∝ ! 0, allora la funzione reciproca 1
( )f x

ha per limite 1
l
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Se poi il limite della f (x) è +≡ o -≡, allora il limite della funzione reciproca è 0. 

Infine, se il limite della f (x) è uguale a 0 e se la f (x) in un intorno di x0 mantiene lo 
stesso segno, allora il limite della funzione reciproca è +≡ o -≡ a seconda che il 
suddetto segno sia positivo o negativo. 

h) Teorema del quoziente: dai teoremi del prodotto e della funzione reciproca si può 

dedurre il valore del limite del quoziente ( )

( )

f x

g x
 per x tendente ad x0 [o a +≡ o a -≡];  

a seconda del valore dei limiti della f (x) e della g (x) questo limite sarà finito o 
infinito. Nulla si può dire, invece, circa l’esistenza e il valore eventuale del limite di 

detto rapporto nei casi 
0

0
e

∞
∞

. 
 

Limiti in forma indeterminata 
I limiti possono presentarsi in forma determinata, e quindi dare come risultato un valore 
definito (finito o infinito) oppure in forma indeterminata: 

0
;0 ; ;

0

∞+∞ − ∞ ⋅∞
∞  sono i casi indeterminati.  

Ci sono delle regole che tuttavia, in molti casi, aiutano a risolverli. I limiti possono in 
forma vanno sempre analizzati caso per caso.  

• forma 
∞
∞

: il limite del rapporto di due polinomi, per x tendente a +≡ o a -≡, è 

uguale al limite del rapporto dei due termini di grado maggiore del numeratore e 

del denominatore. Se è n = m, il valore del limite sarà 0
0

a

b
, se n < m sarà 0,  

se n > m sarà +≡ o -≡ 

Nella funzione 
1 2

0 1 2 1
1 2

0 1 2 1

...
( )

...

n n n
n n

m m m
m m

a x a x a x a x a
f x

b x b x b x b x b

− −
−

− −
−

+ + + +=
+ + + +

 il limite è 0

0

lim ( ) lim
n

mx x

a x
f x

b x→±∞ →±∞
=  

Per risolverlo dovrò raccogliere il termine di grado maggiore nel numeratore e nel 
denominatore e semplificare. 

• forma 0
0

: spesso si ricava da limiti che tendono a un valore finito, che annulla 

numeratore e denominatore. in genere avviene se entrambi sono divisibili per lo 
stesso polinomio, che si annulla per x che tende a quel valore. si risolve 
componendo i fattori e semplificando numeratore e denominatore. 

• forma +≡ -≡: il limite di un polinomio, per x tendente a +≡ o a -≡, è uguale al 
limite del suo termine di grado maggiore. 
Nella funzione 1 2

0 1 2 1( ) ...n n n
n nf x a x a x a x a x a− −

−= + + + +   il limite è 0lim ( ) lim n

x x
f x a x

→±∞ →±∞
=  

Si risolve razionalizzando il numeratore o attraverso altri espedienti. 
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Discontinuità di una funzione 
Sia f (x) una funzione continua in ogni punto dell’intervallo (a, b) escluso il punto x0 di 
questo. Si dice allora che f (x) presenta in x0 una discontinuità, o che x0 è un punto di 
discontinuità o singolare. Ci sono tre diverse specie di discontinuità: 

a. discontinuità di prima specie: quando esistono finiti i due limiti destro e sinistro, 
ma sono tra loro diversi. la differenza tra i due limiti si dice salto della f (x) in x0. 

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

≠  
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

−  : salto della f (x) 

b. discontinuità di seconda specie: quando in x0 non esiste finito almeno uno dei 
due limiti sinistro o destro della f (x). 

c. discontinuità di terza specie: quando esiste finito il 
0

lim ( )
x x

f x
→

, ma la f (x) non è 

definita in x0, oppure lo è ma risulta 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

≠ . 

Questo tipo di discontinuità si dice anche eliminabile perché x0 può diventare 
punto di continuità, ponendo f (x0) = l. 

 

Asintoti (orizzontali, verticali o obliqui) 
Grazie all’introduzione del concetto di limite è possibile analizzare l’andamento della 
funzione nell’intorno degli estremi degli intervalli che costituiscono il suo insieme di 
definizione e di individuare i suoi asintoti. Se esiste una retta r alla quale si avvicina 
sempre più la funzione di equazione y = f (x) al suo tendere all’infinito lungo quel 
ramo, tale retta viene chiamata asintoto del diagramma. 
Una funzione f (x) può avere: 

1. asintoti orizzontali: se è 
0

lim ( )
x x

f x
−→

= ±∞  oppure 
0

lim ( )
x x

f x
+→

= ±∞ , la retta di 

equazione x = x0 è asintoto orizzontale, parallelo all’asse delle y. 

2. asintoti verticali: se è lim ( )
x

f x l
→±∞

= ; in questo caso, la retta y = l è un asintoto 

orizzontale, parallelo all’asse delle x. 

3. asintoti obliqui: se vale la relazione lim[( ) ( )] 0
x

mx q f x
→∞

+ − =  abbiamo un asintoto 

obliquo, ossia una retta di equazione y = mx + q. L’equazione della retta si ricava 

con il calcolo dei limiti ( )
lim
x

f x
m

x→∞
=  e lim[ ( ) ]

x
q f x mx

→∞
= −  
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f. Il calcolo della derivata prima (funzione crescente o 
decrescente e ricerca dei punti di massimo e di min imo relativo) 

Per conoscere l’andamento di una funzione è utile determinare gli intervalli in cui la 
funzione è crescente e quelli in cui la f (x) è decrescente, nonché ricercare gli eventuali 
punti di massimo e di minimo relativo. 

Introduciamo perciò la definizione di derivata, che servirà a calcolare il coefficiente 
angolare della retta tangente la funzione in un punto e quindi a determinare 
l’inclinazione del grafico della funzione in quel punto. 

Sia y = f (x) una funzione definita in un intervallo (a, b) e siano x0 un punto interno a 
detto intervallo ed y = f (x0) il valore assunto dalla funzione per x = x0. 

Se alla variabile indipendente x diamo un incremento ∆x (positivo o negativo), 
spostandoci al punto x0 + ∆ x, anche la variabile dipendente y (la funzione) varierà, 
passando da f (x0) al valore f (x0 + ∆ x). Chiamiamo incremento della funzione ∆y la 
differenza f (x0 + ∆x) - f (x0), che può essere positivo, negativo o nullo. 

chiamiamo poi rapporto incrementale il rapporto  0 0( + ) - ( )( )
=

f x x f xy f x

x x x

∆∆ ∆=
∆ ∆ ∆

  

tra l’incremento subito dalla funzione f (x) e l’incremento dato alla variabile 
indipendente x; e di preciso rapporto incrementale sinistro quello corrispondente ad un 
∆x < 0 e rapporto incrementale destro quello corrispondente ad un ∆x > 0. 

Il rapporto incrementale della funzione è un indice di come varia la funzione 
nell’intorno del punto x0; esso viene chiamato anche la variazione media della funzione 
che corrisponde alla variazione ∆x della variabile indipendente. 

Fissato x0, il valore del rapporto incrementale dipende solo dal valore di ∆x, ed è cioè 
una funzione della variabile ∆x. Vediamo cosa succede con ∆x→0. 

Per valori di ∆x sempre più piccoli in valore sia negativi che positivi (∆x→0) 
l’incremento ∆f (x) tenderà anch’esso a 0 se è continua in x0; si presenterà perciò in 

forma indeterminata il 
0

( ) 0
lim

0x

f x

x∆ →

∆ =
∆

, per cui in generale non possiamo sapere il valore 

di detto limite. Diremo quindi che la derivata della funzione f (x) nel punto x0 è il 

limite, se esiste ed è finito, del rapporto incrementale  0 0( + ) - ( )( )
=

f x x f xf x

x x

∆∆
∆ ∆

 al 

tendere comunque a 0 dell’incremento ∆x della variabile indipendente. 
La derivata si indica con uno dei simboli f’(x0) ; y’(x0) ; [D f (x)] x=x0 

Scriveremo dunque 0 0
0 0

( ) ( )
'( ) lim

x

f x x f x
f x

x∆ →

+ ∆ −=
∆

. 

Se del rapporto incrementale non esiste il limite finito per ∆x→0 ma esistono e sono 
finiti il limite destro o sinistro o entrambi, li chiamiamo rispettivamente derivata 
sinistra e derivata destra di f (x) in x0 e li indichiamo con i simboli: 

0 0
0

0

( ) ( )
' ( ) lim

x

f x x f x
f x

x−−
∆ →

+ ∆ −=
∆

 e 0 0
0

0

( ) ( )
' ( ) lim

x

f x x f x
f x

x++
∆ →

+ ∆ −=
∆

 

Va notato, però, che se una funzione y = f (x) è derivabile in un punto x0 essa è qui 
anche continua; viceversa, non è vero che se una funzione è continua in un punto x0 
essa sia pure derivabile in questo punto. 
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Significato geometrico della derivata prima di una funzione 
Il concetto di derivata è utile per determinare l’equazione della retta tangente a una 
curva piana in un suo punto. Una retta tangente ad una curva piana γ in un punto P0 è 
la posizione limite che assume la retta (se esiste) che congiunge P0 con un secondo 
punto P1 , pure di γ, al tendere di P0 a P1 , mantenendosi sempre su γ. 

Sia y = f (x) l’equazione della curva γ e siano (x0 ; f (x0)) e (x0 +∆x; f (x0 +∆x)) le 
coordinate rispettivamente dei punti P0 e P1. Il rapporto incrementale è la tangente 
trigonometrica dell’angolo che la retta secante P0P1 forma con l’asse delle x, ed è 

quindi il coefficiente angolare m della retta P0P1: 
0 1

0 0( + ) - ( )( )
=p p

f x x f xf x
m tg

x x
β ∆∆= =

∆ ∆
 

Pertanto sarà 0 0
00

( ) ( )
lim '( )
x

f x x f x
m f x

x∆ →

+ ∆ −= =
∆

: la derivata di una funzione nel punto 

x0 rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla curva di equazione 
y = f (x) nel suo punto di ascissa x0.  
Quindi, se conosciamo il coefficiente angolare e le coordinate di un punto, possiamo 
calcolare l’equazione della retta che passa per x0:  y - f (x0) = f’(x0) ( x- x0) 
La retta tangente esisterà solo se è derivabile in x0, quando cioè esiste il limite: 

0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x∆ →

+ ∆ −
∆

  

Es.: retta di equazione y=2x3 nel suo punto di ascissa x=2.  
Sostituisco ed ottengo le coordinate del punto P0: 2x3 = 223=16 >> P0 (2; 16) 
Il coefficiente angolare sarà f’(x0) = f’(2) = 6x2 = 6·22= 24>> m = 24  
L’equazione della retta sarà perciò y –16 = 24 (x - 2) >> y = 24 x – 32 
 

 
Derivate di alcune funzioni elementari 
 
 

y y’ y y’ 

1. y = k y’ = 0 2.  y = x y’ = 1 
3.  y = kx y’ = k 4.  y = x k y’ = kx k-1 

5.  
1

n
y

x
=  

1

2
'

n

n

nx
y

x

−

= −  6.  y = x   y’ = 
1

2 x
 

7.  ny x=  
1

11
' ny x

n

−
=  8.  y = f(x)n y’ = n [ f (x) ] n-1 · f ’ (x) 

9.  y = sen x  y’ = cos x 10. y = cos x y’ = - sen x 
11. y = a x y’ = ax ln a 12. y = e x y’ = e x 

13. y = log x 
1

' logay e
x

=  14. y = ln x y’ = 
1

x
 

15.  y = ( )n f x  y’ = 
1

'( )

( )nn

f x

n f x −
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Teoremi sul calcolo delle derivate 
Di seguito presentiamo alcuni teoremi sul calcolo delle derivate: 

a) La derivata della somma algebrica di due o più funzioni derivabili è uguale alla 
somma delle derivate delle singole funzioni, e cioè: 
y =  f (x) + g (x)  y’ = f ’ (x) + g’ (x)  

b) la derivata del prodotto di una costante k per una funzione derivabile f (x) è 
uguale al prodotto della costante per la derivata della funzione, cioè: 
y = k · f (x) y’ = k · f ’ (x) 

c) La derivata del prodotto di due funzioni derivabili è uguale alla derivata della 
prima funzione per la seconda più la derivata della seconda prima funzione per la 
prima, e cioè: 
y =  f (x) · g (x)  y’  = f ’ (x) · g (x) + f (x) · g’ (x) 

d) la derivata della funzione reciproca: se una funzione g (x) è definita e derivabile in 
un certo intervallo in cui è sempre g (x) ≠ 0, allora la funzione reciproca è derivabile 
nell’intervallo e risulta: 

1

( )
y

g x
=  la derivata prima è uguale a 

[ ]2

'( )
'

( )

g x
y

g x
= −   

e) La derivata del quoziente di due funzioni derivabili è uguale al denominatore 
moltiplicato per la derivata del numeratore meno il numeratore moltiplicato per la 
derivata del denominatore, il tutto diviso per il quadrato del denominatore, e cioè: 

( )

( )

f x
y

g x

 
=  
 

 2

'( ) ( ) ( ) '( )
'

( )

f x g x f x g x
y

g x

⋅ − ⋅=  

Applicando questo teorema calcoliamo ora le derivate di tre particolari funzioni: 
f (x) = x-n  = - n x-n-1 

f (x) = tg x = 1 + tg2 x 
f (x) = cotg x = - (1 + cotg2 x) 

f) la derivata della funzione composta: se z = g (x) e y = f (x) sono due funzioni 
derivabili, allora anche la funzione y = f [ g (x) ] è derivabile e la sua derivata sarà: 
 y = f [g (x)] y’ =  f ’[g (x)] · g’(x) 

g) la derivata della funzione inversa: la derivata della φ (x), inversa della f (x) nel 
punto y0 = f (x0) è uguale al reciproco della derivata f (x) nel punto x0, e cioè: 

 0
0

1
'( )

'( )
y

f x
ϕ =  

h) la derivata logaritmica: per il calcolo di derivate di funzioni tipo [ f (x)] g (x), con  
f (x) ≠ 0 , non si può applicare né la derivazione della funzione esponenziale (perché 
la base è variabile), né la derivazione della funzione potenza (perché l’esponente è 
variabile); si utilizza pertanto la cosiddetta derivata logaritmica: 

( ) ( )g x
y f x =    ( ) ( ) '( )

' '( ) ln ( ) ( )
( )

g x f x
y f x g x f x g x

f x

 
 = ⋅ ⋅ + ⋅  

 
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Massimi e minimi relativi di una funzione 
Sia y = f (x) una funzione definita in un intervallo (a, b) e sia x0 un punto di tale 
intervallo nel quale la funzione assume un valore non minore dei valori che essa 
assume negli altri punti di (a, b); si dice allora che la funzione ha in x0 un massimo 
assoluto. Il valore f (x0) si dice poi massimo assoluto della f (x) in x0. 

Analogamente, se la funzione assume in un punto x0 di (a, b) un valore non maggiore 
dei valori assunti negli altri punti di (a, b); si dice che la funzione ha in detto punto x0 
un minimo assoluto. Il valore f (x0) si dice allora minimo assoluto della f (x) in x0. 

Si dice invece che la funzione f (x) ha nel punto x0 dell’intervallo (a, b) un massimo 
relativo se esiste un intorno di x0 per ogni punto x del quale risulti: 

f (x) [ f (x0) 

Analogamente, si dice che la funzione f (x) ha nel punto x0 dell’intervallo (a, b) un 
minimo relativo se esiste un intorno di x0 per ogni punto x del quale risulti: 

f (x) µ f (x0) 

Il valore f (x0) che la funzione f (x) assume in un punto di massimo o minimo relativo si 
chiama un massimo o un minimo relativo della f (x). 

Il punto x0 si dice poi massimo relativo proprio o minimo relativo proprio se esiste un 
intorno di x0 per ogni x del quale sia rispettivamente: 

f (x) < f (x0) o  f (x) > f (x0)  

Affinché un punto x0 sia un massimo relativo proprio per la funzione è quindi 
necessario e sufficiente che la f (x) sia crescente in un intorno sinistro di x0e decrescente 
in un intorno destro di x0. 

Un punto di massimo assoluto di una funzione definita e continua in un intervallo (a, b) 
coincide sempre o con un punto di massimo relativo o con uno degli estremi 
dell’intervallo (a, b); analogamente, un punto di minimo assoluto coincide sempre o 
con un punto di minimo relativo o con uno degli estremi di (a, b). 

Se x0 è un punto di massimo o di minimo relativo di una funzione f (x), definita 
nell’intervallo (a, b), e se f (x) in tale punto è derivabile, risulta: f’ (x 0) = 0 

La retta tangente ad una curva in un suo punto di massimo o di minimo relativo è 
quindi parallela all’asse delle x. Questo teorema non è invertibile.  
 

g. derivata seconda (concavità di una curva e punti di flesso) 
Si determinano quindi gli intervalli in cui la funzione volge la concavità verso l’alto e 
quelli in cui la funzione volge la concavità verso il basso e quindi ricercare gli eventuali 
punti di flesso. 

La derivata seconda si calcola derivando la f’(x), ossia la derivata prima della funzione 
originale. Valgono le regole di derivazione già viste per la derivata prima. Vediamo che 
significato geometrico assume la derivata seconda nello studio di funzione: 
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• i valori della x per cui la derivata seconda si annulla: punto di flesso della 
funzione; in questo punto la concavità cambia da positiva a negativa o viceversa. 
Per trovare le coordinate del punto di flesso sostituiremo il valore della x alla 
funzione originale, trovando il corrispondente valore della y. 

• gli intervalli della x per i quali la derivata seconda è positiva: la funzione ha 
concavità verso l’alto. 

• gli intervalli della x per i quali la derivata seconda è negativa: la funzione ha 
concavità verso il basso. 

 


